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Resumen 

El cálculo de vectores tangente y normal unitarios de funciones vectoriales, resulta un proceso que 

reviste encontrar las derivadas de la función vectorial, encontrar los módulos de los vectores y aplicar 

la definición quedando expresiones en ocasiones muy extensas, más aún cuando se calcula las 

derivadas presentes en la definición del vector normal unitario. Se puede abreviar este proceso cuando 

se evalúan estos vectores en un punto específico de la función vectorial, teniendo en cuenta el sentido 

de la trayectoria, lo que permitirá determinar el sentido del vector tangente y por ende el del vector 

tangente unitario, para luego aplicar la geometría determinándose que los vectores tangente y normal 

unitario son perpendiculares entre sí de módulo 1 y tienen la componentes intercambiadas en orden 

esto es la componente x del vector tangente unitario es la componente y del vector normal unitario, a 

su vez la componente y del vector tangente unitario es la componente x del vector normal unitario, 

los sentidos o signos de dichas componentes se toma considerando que el vector normal unitario 

siempre se encuentra dirigido al centro de curvatura del sector de curva alrededor del punto de 

análisis. 

Palabras Claves: Vector tangente unitario; vector normal unitario; funciones vectoriales. 

 

Abstract  

The calculation of unitary tangent and normal vectors of vector functions is a process that involves 

finding the derivatives of the vector function, finding the modules of the vectors and applying the 

definition, leaving expressions on very extensive occasions, even more so when the present 

derivatives are calculated. in the definition of the unit normal vector. This process can be shortened 

when these vectors are evaluated at a specific point of the vector function, taking into account the 

direction of the trajectory, which will allow determining the direction of the tangent vector and 

therefore that of the unit tangent vector, in order to then apply the geometry determining that the unit 

tangent and normal vectors are perpendicular to each other of module 1 and have the components 

interchanged in order this is the x component of the unit tangent vector is the y component of the unit 

normal vector, in turn the y component of the tangent vector unit is the component x of the unit normal 

vector, the directions or signs of these components are taken considering that the unit normal vector 

is always directed to the center of curvature of the curve sector around the point of analysis. 

Keywords: Unit tangent vector; unit normal vector; vector functions. 
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Resumo 

O cálculo de vetores unitários tangentes e normais de funções vetoriais é um processo que envolve 

encontrar as derivadas da função vetorial, encontrar os módulos dos vetores e aplicar a definição, 

deixando expressões às vezes muito extensas, ainda mais quando as derivadas presentes são 

calculados na definição do vetor normal unitário. Este processo pode ser abreviado quando estes 

vetores são avaliados em um ponto específico da função vetorial, levando em consideração a direção 

da trajetória, o que permitirá determinar a direção do vetor tangente e, portanto, a direção do vetor 

tangente unitário, a fim de em seguida, aplique a geometria determinando que os vetores tangentes 

unitários e normais sejam perpendiculares entre si do módulo 1 e tenham os componentes trocados 

de forma que este seja o componente x do vetor tangente unitário é o componente y do vetor normal 

unitário, por sua vez o A componente y do vetor tangente unitário é a componente x do vetor normal 

unitário, as direções ou sinais dessas componentes são tomadas considerando que o vetor normal 

unitário está sempre direcionado ao centro de curvatura do setor da curva ao redor do ponto de análise. 

Palavras-chave: Vetor tangente unitário; vetor normal unitário; funções vetoriais. 

 

Introducción 

En el estudio del movimiento de partículas en el plano existe la posibilidad de trabajar con las 

denominadas funciones vectoriales, las cuales representan una gran ayuda ya que estas al ser 

funciones propiamente dichas se puede aplicar el cálculo infinitesimal sin dificultad, es decir se 

pueden derivar e integrar con cierta facilidad. 

Las funciones vectoriales también se las denomina como funciones vectoriales de valor real, esto 

quiere decir: 

    𝑅:ℝ → ℝ2 

Definida como: 

 𝑅(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑖 + 𝑦(𝑡)𝑗 

Donde 𝑅 es una función continua, derivable o integrable, siempre y cuando 𝑥(𝑡)  ∧  𝑦(𝑡) lo sean 

también, siendo estas las componentes de la función vectorial. 

Las funciones 𝑥(𝑡) ∧ 𝑦(𝑡), son funciones reales de valor real o también denominadas como las 

componentes de la función vectorial, deben ser continuas en el intervalo de análisis. 
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La gráfica de esta función vectorial representa el movimiento de una partícula en el plano, que al 

analizarla como función cartesiana es necesario tener en cuenta que, si las funciones son estrictamente 

funciones, lo que muchas veces no lo son, las funciones vectoriales aseguran que para un valor de la 

variable t (en el dominio de la función) le corresponde uno y solamente un vector como imagen. Por 

lo tanto, para el análisis es necesario determinar el dominio de la función vectorial, el cual se obtiene 

del dominio común de las componentes de la función vectorial, es decir: 

    𝐷𝑅 = 𝐷𝑥 ∩ 𝐷𝑦 

Este dominio asegura la existencia de las componentes y por ende la existencia de la función vectorial. 

Es necesario determinar en forma general como se calcula el vector unitario así, de la definición de 

vector unitario, que es el vector que tiene magnitud uno (1), la misma dirección y sentido de un vector 

dado, se puede determinar: 

Dado el vector:  𝐴 = 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗, su vector unitario se calcula a partir de: 

𝑈𝐴 =
𝐴

∥𝐴∥
  

donde;    ∥ 𝐴 ∥= √𝑎1
2 + 𝑎2

2 (módulo del vector) 

por lo tanto; 

𝑈𝐴 =
𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗

√𝑎1
2 + 𝑎2

2
 

La derivada de una función vectorial no es más que la derivada de sus componentes, como sigue: 

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
𝑖 +

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
𝑗 

o,    𝑅′(𝑡) = 𝑥′(𝑡)𝑖 + 𝑦′(𝑡)𝑗 

Está derivada representa el vector tangente a la curva en un punto dado y también representa el vector 

velocidad si consideramos como la trayectoria de una partícula. 

 

Desarrollo 

Si se tiene una función vectorial dada definida en un intervalo o dominio correspondiente a la variable 

independiente (t), se puede calcular los vectores tangente y normal unitarios como sigue:  

El vector tangente unitario 𝑇(𝑡), a partir de: 

𝑇(𝑡) =  

𝑑𝑅(𝑡)
𝑑𝑡

∥
𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
∥
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Este vector es tangente en el punto de análisis y tiene el sentido de la trayectoria de la partícula. 

El vector normal unitario 𝑁(𝑡), a partir de: 

𝑁(𝑡) =

𝑑𝑇(𝑡)
𝑑𝑡

∥
𝑑𝑇(𝑡)
𝑑𝑡

∥
 

Este vector es perpendicular al vector tangente unitario y su sentido está dirigido al interior de la 

curvatura de la trayectoria. Como el vector tangente unitario y el vector normal unitario son 

perpendiculares entre sí, se puede asegurar que el producto punto: 

     𝑇(𝑡). 𝑁(𝑡) = 0 

Esta afirmación nos permite calcular el vector normal a partir del vector tangente unitario sabiendo 

que su módulo es igual a 1. Sin utilizar la expresión para el vector tangente unitario. El siguiente 

gráfico muestra la posición relativa entre los vectores tangente y normal unitarios, que se encuentra 

a 90o. 

 

Figura  1. Posición relativa entre los vectores tangente y normal unitarios 

 

Elaborado: Autores 

 

 

Donde:   

T Vector tangente unitario 

  N Vector normal unitario 

  N2  Vector normal unitario (alterno) 
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Los triángulos HOF y IEO son iguales por tener dos ángulos iguales: 𝐹𝑂𝐻̂ = 𝑂𝐸𝐼̂ , 𝑂𝐹𝐻̂ = 𝐸𝑂𝐼̂ y un 

lado igual de valor 1, por lo tanto se puede decir que la componente 𝐻𝐹⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗   y 𝑂𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐼𝐸⃗⃗⃗⃗  en valor 

absoluto, lo que ayuda a determinar el valor de las componentes del vector normal unitario, siendo 

necesario determinar los sentidos correspondientes de acuerdo a los ejes del sistema de referencia 

utilizado. Lo que se puede resumir de la siguiente manera. 

 

Tabla 1. Sentidos de los ejes del sistema de referencia 

 Componentes x Componentes y 

Vector tangente unitario a b 

Vector normal unitario -b a 

Vector normal unitario 

(alterno) 
b -a 

Nota: Los valores de a y b del vector tangente unitario, varían de 

acuerdo al cuadrante en donde se encuentra, si son negativos se 

utilizará la tabla con valores negativos de a o b correspondiente a 

cada vector. 

Elaborado: Autores 

 

Hay que recordar que el vector normal es perpendicular al vector tangente y su sentido es dirigido al 

centro de curvatura de la gráfica en el punto de análisis. 

 

Discusión  

Veamos una aplicación demostrativa de la propuesta de análisis del cálculo de los vectores tangente 

y normal unitarios de la función vectorial: 

 𝑅(𝑡) = (1 + cos (𝑡)) cos(𝑡) 𝑖 + (1 + cos(𝑡))𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑗   Para 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 

Encontrar el vector tangente y normal unitario en 𝑡 = 1.25 

• El dominio de la función es todos los reales para la variable t. 

• La grafica representa a la trayectoria de una partícula que se mueve en sentido anti horario y 

corresponde a: 

 

Figura  2. Función vectorial 
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Elaborado: Autores 

 

• El valor del punto sobre la curva de la función vectorial corresponde al evaluado en: 

   𝑅(1.25) = 0.41475𝑖 + 1.2482𝑗 

• Al calcular el vector tangente unitario necesitamos la derivada de la función vectorial que 

será: 

𝑑(𝑅(𝑡))

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
(1 + cos (𝑡)) cos(𝑡) 𝑖 +

𝑑

𝑑𝑡
(1 + cos(𝑡))𝑠𝑒𝑛(𝑡)𝑗 

  

𝑑(𝑅(𝑡))

𝑑𝑡
= −(𝑠𝑒𝑛(𝑡) + 2 cos(𝑡) 𝑠𝑒𝑛(𝑡))𝑖 + (2 𝑐𝑜𝑠2(𝑡) − 1 + 𝑐𝑜𝑠(𝑡))𝑗 

• El módulo de éste vector derivada es: 

 

∥
𝑑(𝑅(𝑡))

𝑑𝑡
∥= √(−(𝑠𝑒𝑛(𝑡) + 2 cos(𝑡) 𝑠𝑒𝑛(𝑡)))2 + (2 𝑐𝑜𝑠2(𝑡) − 1 + 𝑐𝑜𝑠(𝑡))2 

• De esta manera el vector tangente unitario es: 

𝑇(𝑡) =

𝑑(𝑅(𝑡))
𝑑𝑡

∥
𝑑(𝑅(𝑡))

𝑑𝑡
∥
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𝑇(𝑡) =
−(𝑠𝑒𝑛(𝑡) + 2 cos(𝑡) 𝑠𝑒𝑛(𝑡))

√(−(𝑠𝑒𝑛(𝑡) + 2 cos(𝑡) 𝑠𝑒𝑛(𝑡)))2 + (2 𝑐𝑜𝑠2(𝑡) − 1 + 𝑐𝑜𝑠(𝑡))2

𝑖

+
(2 𝑐𝑜𝑠2(𝑡) − 1 + 𝑐𝑜𝑠(𝑡))

√(−(𝑠𝑒𝑛(𝑡) + 2 cos(𝑡) 𝑠𝑒𝑛(𝑡)))2 + (2 𝑐𝑜𝑠2(𝑡) − 1 + 𝑐𝑜𝑠(𝑡))2

𝑗 

Evaluando al vector tangente unitario en el punto 𝑡 = 1.25, se tiene: 

   𝑇(1.25) = −0.95409𝑖 − 0.29953𝑗 

• En el gráfico donde se ubica el vector tangente unitario se puede observar la posición del 

vector normal, obteniéndose el valor y el signo de las componentes de dicho vector. 

 

Figura  3. Posición del vector normal 

 

Elaborado: Autores 

 

Las derivadas correspondientes a la normal resultan muy extensas, las cuales se puede obviar como 

se analizó anteriormente por lo que se puede interpretar con facilidad cual es el valor del vector 

normal. 

Tabla 2. Componentes del vector normal 

 Componentes x Componentes y 

Vector tangente unitario a (-0.95409) b (-0.29953) 

Vector normal unitario -b (0.29953) a (-0.95409) 

Elaborado: Autores 
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De lo que desprende que el vector normal es: 

   𝑁(1.25) = 0.29953𝑖 − 0.95409𝑗 

Esta abreviación se puede hacer por que se evalúa en un punto determinado de la variable 

independiente en este caso t = 1.25  

En resumen se tiene los vectores tangente y normal unitarios en el punto t = 1.25. 

   𝑇(1.25) = −0.95409𝑖 − 0.29953𝑗 

   𝑁(1.25) = 0.29953𝑖 − 0.95409𝑗 

 

Conclusiones 

• El análisis que se propone permite calcular el vector normal unitario, a partir del vector 

tangente unitario evaluado en un punto sobre la curva, determinando sus posiciones relativas, 

y teniendo en cuenta que las componentes del vector tangente unitario intercambian su 

posición con las del vector normal, así la componente 𝑥 de 𝑇(𝑡) pasa a ser la componente 𝑦 

de 𝑁(𝑡), la componente 𝑦 de 𝑇(𝑡) pasa a ser la componente 𝑥 de 𝑁(𝑡), y sus sentidos o signos 

depende de la posición en el plano cartesiano. Este análisis es posible porque estamos tratando 

vectores unitarios 

• La posición del vector tangente unitario es tangente a la curva en el punto sobre la curva que 

corresponde a la función vectorial evaluada en un valor determinado de t. 

• La posición del vector normal unitario es perpendicular al vector tangente unitario en el punto 

sobre la curva que corresponde a la función vectorial evaluada en un valor determinado de t, 

y este siempre está dirigido hacia el centro de la curvatura de la función vectorial. 

• Es necesario graficar la función vectorial, aunque sea una porción alrededor del punto de 

análisis para tener presente la trayectoria de la partícula y por ende el sentido del vector 

tangente sobre la curva, y de esta manera la posición relativa del vector normal unitario. 
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