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Resumen

Cuando se incursiona en el tema de las integrales dobles para el célculo de volumenes, es necesario
tener una fundamentacion clara de la construccion de superficies en tres dimensiones, conceptos
basicos como interseccidn entre superficies, curvas, secciones y trazas para poder determinar en
forma clara y concreta el volumen a ser calculado, a esto se afiade algunas consideraciones
metodoldgicas que deben ser aplicadas en forma ordenada para definir correctamente el volumen,
para esto en forma general se debe establecer en que plano se va a considerar la region, delimitdndola
con las diferentes curvas y por ende funciones correspondientes, luego hay que definir cuél es la
superficie que cubre la region y en funcion de que variables debe estar, para posteriormente delimitar
los limites de la doble integral considerando el sentido del corte de las rebanadas del diferencial de
volumen, en la regién o en las sub regiones predeterminadas bajo ciertos criterios que ayudan a una
resolucion mas sencillas, como: el menor nimero de subregiones y que las curvas presentes deben
ser realmente funciones, posterior a esto es necesario métodos de integracion o integracion numérica
para encontrar el valor del volumen.

Palabras Claves: Integrales dobles; célculo de volimenes; regiones y sub regiones.

Abstract

When entering the subject of double integrals for calculating volumes, it is necessary to have a clear
foundation for the construction of surfaces in three dimensions, basic concepts such as the intersection
between surfaces, curves, sections and traces to be able to determine clearly and specifies the volume
to be calculated, to this is added some methodological considerations that must be applied in an
orderly manner to correctly define the volume, for this in general it must be established in which
plane the region is going to be considered, delimiting it with the different curves and therefore
corresponding functions, then it is necessary to define what is the surface that covers the region and
depending on what variables it must be, to later delimit the limits of the double integral considering
the sense of the cut of the slices of the volume differential, in the region or in the predetermined sub
regions under certain criteria that help a more precise resolution simple, such as: the least number of
subregions and that the curves present must really be functions, after this, integration or numerical
integration methods are necessary to find the value of the volume.

Keywords: double integrals; calculation of volumes; regions and sub regions.
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Resumo

Ao entrar no assunto de integrais duplas para calculo de volumes, € necessario ter uma base clara para
a construcdo de superficies em trés dimens@es, conceitos basicos como a intersecdo entre superficies,
curvas, secoes e tracos para poder determinar com clareza e especificar volume a ser calculado, a isso
se somam algumas consideraces metodologicas que devem ser aplicadas de forma ordenada para
definir corretamente o volume, para isso em geral deve-se estabelecer em qual plano a regido sera
considerada, delimitando-a com o diferentes curvas e, portanto, fungBes correspondentes, entdo é
necessario definir qual é a superficie que cobre a regido e dependendo de quais variaveis deve ser,
para depois delimitar os limites da integral dupla considerando o sentido do corte das fatias da
diferencial de volume, na regido ou nas sub-regides pré-determinadas sob certos critérios que ajudam
a uma resolucdo mais precisa simples, como: o menor nimero de sub-regides e que as curvas
presentes realmente devem ser fung@es, apos isso, métodos de integracdo ou integragdo numeérica sdo
necessarios para encontrar o valor do volume.

Palavras-chave: integrais duplos; calculo de volumes; regides e sub-regides.

Introduccion

La utilizacion de integrales dobles para el calculo del volumen generado por superficies es un tema
que reviste cierta complejidad cuando algunos conceptos de gréficas en tres dimensiones no se
encuentran bien cimentados en el conocimiento de los alumnos que reciben Analisis Matematico. Por
esta razén vamos a mencionar algunos para que estos sirvan de base y como herramientas para la
determinacion del volumen a calcular mediante integrales dobles.

Las funciones para ser graficadas se necesitan de dimensiones, donde una dimensién no es mas que
una recta numérica que contiene valores desde el — o al + oo a esto comdnmente se lo llama eje, por
tanto, cada eje en un sistema de referencia cartesiano representa una dimension, de esta manera al
tener dos dimensiones se debe tener dos ejes y al tener tres dimensiones se necesita tres ejes. Cada
dimension debe corresponder a una de las variables de la funcion, de las cuales se deben distinguir

variables dependientes e independientes.
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Desarrollo

Las funciones por lo tanto se las pueden graficar en dimensiones superiores a las que se encuentra

definidas.

Tabla 1. Dimensiones de las funciones

) . Representacié | Tratadas en Tratadas en
Funcion Definida
n R? R3
f(x)=a ..
R! Punto Recta Superficie
XxX=a
y=fx) .
R? Curva Curva Superficie
y=x+a
z=f(xy) .
R3 Superficie
z=x+y+a

Elaborado: Autores

Una funcién definida en R3puede ser graficada en dimensiones inferiores bajo el concepto de
secciones, que es dar un valor determinado o constante a una de las variables obteniendo de esta
manera una funcién con una variable menos es decir se tendra una funcion en R?. Esto se puede
entender también como la interseccion de la superficie en cuestion con el plano de seccion con el
valor constante, asi:
Si se tiene una funcién en R3:

z=x+y-5

x = k donde, k = cte
Al remplazar x en z se tiene:
z=y+5+k
Obteniendo una funcion en R?que representa una curva en el plano de la seccion x = k
Si el valor de la constante es k = 0, entonces la seccion se denomina traza y el plano de seccién en
este caso coincide con el plano cartesiano yz o el plano de las variables con las que queda la superficie
después de evaluar k = 0.
En el céalculo de volumenes mediante integrales dobles se manejan muchos criterios y decisiones que

permitiran un calculo preciso estableciendo u camino en lo posible sencillo y comprensibles para
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poder calcular el volumen deseado. Estos se pueden ordenar de la siguiente manera estableciendo una

metodologia que resultara muy til.

Aplicacion

Encontrar el volumen total limitado por la superficie z = 2x2 — 4y y laregionR: —1<x <2y
1<y<3.

La siguiente grafica representa la superficie en R3 de z = 2x? — 4y, esta se extiende de tal manera

que cubra de ser del caso a la region dada.

Figura 1. Volumen total

Elaborado: Autores

Regidn. - La region dada se encuentra en el plano xy y se la puede interpretar como las superficies
que se levantan perpendiculares a la region dada, encerrando un &rea, que en este caso estd

determinada en forma explicita. Como se muestra en la siguiente figura.
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Figura 2. Region en el plano XY

Elaborado: Autores

La region dada sufre una modificacion puesto que la superficie corta una parte de la region. Esto se
puede calcular a partir de intersecar la superficie con el plano Xy, cuya ecuacion es z = 0, es decir

resolvemos el sistema de ecuaciones:

{ z=0
z=2x*—4y
Teniendo como resultado la curva interseccion de la superficie con el plano xy.
2x2—4y =0
x2
O, y = 7

., . x2 , .
La region como se observa se modifica por lacurvay = 5 marcandose dos sub regiones claramente

definidas, que generan dos volimenes, como se ve en la siguiente gréfica.

Figura 3. Sub regiones generadas

Elaborado: Autores
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Superficie. - Se debe indicar que la superficie se encuentra sobre la region dada, pero es necesario

comprobar su posicion relativa respecto del plano xy, para determinar si el volumen se lo debe

considerar negativo o positivo, para lo que necesario evaluar a la funcion de la superficie en un punto

dentro de las dos subregiones regiones, elegiremos entonces los siguientes valores.

Tabla 2. Dimensiones de las funciones

Sub region Punto (x,y) z=2x*—4y Volumen
V1-V2 (1,1) -2 Negativo
V3 (2,1) 4 Positivo

Elaborado: Autores

Una vez definida el plano y la regién se procede a determinar los limites de la integral doble, los

cuales deben definir claramente la region o subregion de ser el caso, como se observa en la siguiente

figura, se tiene tres subregiones, ya que al determinar la base de los diferenciales de volimenes estos

no se encuentran limitados por las mismas curvas, entonces se tiene tres volimenes a calcular, los

cuales se encuentran sobre cada una de las sub regiones.

Figura 4. Limites de la integral doble

Elaborado: Autores
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Integral. - Las integrales evaluadas en cada sub region son:

x=v2 y=3
V1= f f (2x% —4y) dy dx = —33,523
x=-=1 y=1
x=2 Yy=3
V2 = f f (2x%? — 4y) dy dx = —2,8353
x=v2 y_ﬁ
2
x=2Y=72
V3= (2x% — 4y) dy dx = 0,35817
x=v2 y=1

El volumen total solicitado sera la suma de:
V= V1| + V2| + V3|

V =|-33,523| +|—2,8353| + |0,35817|

V =36,716

Discusion

El objetivo de resolver un volumen determinado mediante integrales dobles se cumplira si se logra
determinar los diferentes valores correctos de la ecuacion.

1.- Region. - Determinar en qué plano se encuentra la region para de esta manera utilizar la ecuacién
de volumen correspondiente, ademas se debe entender que el orden de las diferenciales de las
integrales indica a lo largo de que eje se cortan las rebanadas del diferencial de volumen sobre la
region, entendiéndose que el ultimo diferencial de la ecuacion representa esto, como se indica en la

siguiente tabla.
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Tabla 3. Volumen determinado mediante integrales dobles

Region en el plano | Volumen dA Rebanas a lo largo
dxdy y
V= x,v)dA
. f [ ren
dydx X
dxdz z
%7 V= fff(x,z)dA
: dzdx X
dydz z
V= ,Z)dA
- [[ro.»
R dzdy y

Elaborado: Autores

La region puede estar definida en forma explicita es decir se indicaran las curvas que conforman la
region, o en forma implicita, esto es que una superficie o varias al intersecarse con los planos en
donde se encuentra la regidn generaran curvas para definir dicha region.

El principal criterio para seleccionar el plano donde se encuentra la regidn es que en lo posible exista
una superficie que cubra totalmente dicha region. En ocasiones la regién es modificada por la
superficie ya que esta corta a la region generando subregiones, las cuales se debe considerar en el
calculo de la integral doble y por ende del volumen.

2.- Superficie. Los criterios que se debe tomar en cuenta para la superficie:

e Lasuperficie debe estar en funcion depende del plano donde se encuentra la region.

e La superficie pude generar subregiones, debido a que esta pude cortar a una regién general
mas grande, las cuales se debe comprobar si generan volimenes positivos 0 negativos, esto
se realiza evaluando a la funcién de la superficie para cualquier punto de las subregiones, si
la funcion es positiva entonces el volumen es positivo, pero si la funcién evaluada es negativa

entonces el volumen también sera negativo.
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3.- Integral. - Una vez seleccionado la region y el plano donde se encuentra es necesario determinar

la integral con todas sus partes esto es sus limites inferiores y superiores, el orden de los diferenciales

de volumen sobre la region

Los limites de las integrales definidas de la doble integral deben representar claramente la
region o subregiones, para lo que se debe considerar que los valores de los limites corresponde
a funciones en R?.

El nimero de diferenciales de la integral doble dependera del nimero de subregiones.

Se debe determinar hacia donde se deben cortar las rebanadas de los diferenciales de volumen.
Se debe seleccionar el sentido donde se tenga menos diferenciales de volumen y las curvas
que las limitan sean estrictamente funciones, pues esto ayuda en los calculos de las integrales.
El diferencial de volumen de la integral doble que se debe buscar es el que sirva para toda la

regién o subregion.

Conclusiones

La metodologia propuesta permite calcular el volumen por medio de integrales dobles, que se
encuentra limitada por superficies, con un criterio ordenado y siempre buscando la facilidad
del calculo, esto es al determinar la region, la superficie sobre la region y los limites de la
integral lograremos evaluar el correctamente volumen deseado.

Los volumenes calculados por integrales dobles pueden ser negativos o positivos esto depende
de que si la funcion que representa la superficie se encuentra al lado negativo o positivo
respectivamente.

La region o subregion debe estar representado claramente en los limites de las integrales
definidas dobles. Recordando que estas curvas que limitan en la region deben ser tratadas

como curvas o funciones en R?.
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